




分子分光学における Hund's case の解説の中で必ず出てくるのが，電子軌道角運動量 Lや
スピン角運動量 Sの分子軸まわりの歳差運動の話である。多くの本で，各 case 間の相違が，
「各角運動量の分子軸方向への“カップリング”の程度の違い」として表現されているが，
そもそもこのカップリングというものが一体何かということが，分光学のバイブルともいえ




Jまわりの歳差運動の周波数も Hund's case の決定に必要な材料となるが，この周波数の出
所・導出も明記されていない。たとえば，分子軸まわりの角運動量が Pzであれば，その軸ま
わりの回転周波数は )2( AIz πP ではないかと考えてしまうが4，実はこれは誤りであり，















であると書いている(Vol. II, p 23)。さらに，分子軸が全角運動量ベクトルのまわりを歳差運
動する周波数が )2( BIπP で与えられるとも書かれているが，なぜ全角運動量を分子軸に垂
直な慣性モーメント(IB)だけが担っている運動量であるかのように計算してよいのか，という
点に関する説明はなく，読者(少なくとも筆者)は戸惑うことになる。本書は，上記のような点






「モーメント」とは，空間の1点の位置ベクトルを rとし，その点に力 Fがかかるとき， Fr ×
のベクトル積で与えられる。したがって，モーメントは r と F の両方に垂直である5。また，
                                                  
1 G. Herzberg, “Molecular Spectra and Molecular Structure”, Van Nostrand Reinhold, New York: Vol. I 
(1950); Vol. II (1945); and Vol. III (1966). 
2 W. A. Bingel 著(佐藤博保 訳)「分子の構造とスペクトル」(培風館，1973年)，p. 91付近。 
3 この意味で Bingel の本は貴重なものであるが，残念ながら現在絶版。 
4 筆者は学生時代にそう考えてしまった。 
5 スカラー量にもモーメントは定義できる。たとえば， ir の地点に iq という電荷を置き，全体の電荷が0(中性)




rとの外積 Ar × がベクトル Aのモーメントである1。したがって，角運動量は運動量 Pのモー
メント Pr × である。 
「トルク」という量は回転力ともよばれることからわかるように，特定の固定軸(回転軸)












いうが，このような力が剛体にはたらくとき，2つの力 F の着力点を結ぶベクトルを a と書




















                                                  
1 rを外積記号(×)の左に書く。 
2 この Lは一般的な角運動量であり電子の軌道角運動量のみを意味するわけではない。 
3 正確には，ラグランジュのこまは 1I  = 2I の対称こまで支点が 3I 軸状にあるものをいう。その他にも， 1I  = 2I  















と Lのなす角をθとし，歳差運動面内の回転角をφとするとき(ω = tddφ )， 



























に関係している。こまの質量を M，自転の角運動量を L，軸端から重心までの長さを r とす













                                                  




















±=µ  (9) 
正号は荷電粒子の電荷が正の場合，負号は荷電粒子の電荷が負の場合に対応する(したがって，














ℏ   (11) 










                                                  
1 MKSA 単位系の E-B対応で書いた式である。また，磁気モーメントは E-H対応と E-B対応で同じ単位系でも
式表現が異なるので注意する(E-H対応の場合は，真空の透磁率 0μ が掛けられた表記になる)。E−B，E−Hそれ
ぞれの対応での磁気モーメントの表記に関しては，拙著「磁気モーメントと g値」を参照のこと。なお，本書で








µ = µL + µS 
µJ 
 
























µ  (12) 
ここで，負号は電子の電荷が負であることに対応している。Jが軌道角運動量だけ(J = L)で





















Jµ  (13) 
と表すことができるが，この式の me 2ℏ の部分は磁気モーメントの次元をもっており，
「Bohr 磁子」とよばれる物理定数(9.27400949×10−24 J T−1)2である。Bohr 磁子を eµ と書
けば，式(13)は 
 )1(e += JJgJ µµ  (14) 
と書くことができる。式(12)にある係数 ( )meg 2 は磁気モーメントと各運動量の比を与えて
いるから「磁気回転比」とよばれる。磁気回転比をγと書けば，式(13)を次のように表すこ
とができる。 
 )1( +== JJJ ℏγγ Jµ  (15) 
式(14), (15)より， 





                                                  
1 g値ともよばれる(最近は“値”よりも“因子”の方が多いようである)。g値(因子)は Landé の式に L, S, Jを代
入して計算することができる。g値(因子)の詳細については，拙著「磁気モーメントと g値」を参照のこと。 















gIµ  (17) 
と書く。ここで，gN は核 g 因子，mp はプロトンの質量である。ただし，核の場合には，電






























Iµ  (18) 
と表すことができる。この式中の p2meℏ の部分は磁気モーメントの次元をもつが，これを
「核磁子」と定義する。核磁子は大きさ5.05078343×10−27 J T−1の物理定数である1。核磁
子を Nµ と書けば，式(18) 
 Iµ )1(NN +µ= IIg  (19) 
と書くことができる。核の場合も磁気回転比を考えて Nγ と書くと， 
 Iµ )1(NN +== IIℏγγ J  (20) 
となる。式(19)と(20)から，電子の場合と同様に， 




 B⋅− µ  (22) 















HHJHJBJB ⋅−−=⋅±−=⋅±−=⋅±−=⋅−− )()()()()( 00 対応γμμγγ対応 HEBE µµ  (23) 
であり，相互作用エネルギーは同じになる(複号は式(9)の複号に対応している)。磁場 Bを+z
軸方向にとり2，相互作用エネルギーの式(23)を変形すると， 




角運動量の z 成分で表されることになる。角運動量を J ( )1( += JJℏJ )と書くとその z
成分も量子化され， 
 ℏzz M=J  (25) 
であり，Mzは， 
 JJJJM z ,1,,1, −+−−= ⋯  (26) 
の2J + 1個の値をとる。これより， 
 µz zMℏγ±=  (27) 
となり，式(24)から 
 BM zℏ∓γ=⋅− Bµ  (28) 
が得られる。したがって，磁場との相互作用(Zeeman 効果)の結果として，2J + 1個の準位
が現れ，その準位間の間隔は磁場の強さに比例して大きくなる3。 
ここで，具体的にスピン量子数1/2をもつ荷電粒子の場合を考えてみよう。スピン量子数
1/2は，正電荷の場合はプロトン(I = 1/2)に対応し，負電荷の場合は電子(S = 1/2)に対応す
るので，核磁気共鳴(Nuclear Magnetic Resonance; NMR)や電子スピン共鳴(Electron 
Spin Resonance; ESR)の原理を理解する意味でも重要である。z 軸方向への量子化により
Mz = +1/2, −1/2の2状態をとるので，分裂後の2準位のエネルギーは， 
                                                  
1 磁気モーメントと透磁率の両方にギリシャ文字のミューが使われるので，混同しないように注意する必要があ
る。 
2 この z軸は空間座標(実験室系)の z軸である。 
3 核磁気モーメントの場合は磁気回転比に Nγ を使う。 
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=→+=  (29) 















分裂した2準位間のエネルギー差は Bℏγ (= Bg µ )であり，これを光(電磁波)のエネルギー













γν  (32) 
が得られる(ωは共鳴角振動数，νは共鳴














I = 1/2 
Mz = −1/2 












S = 1/2 
Mz = 1/2 





















や(17)の大きさではなく，式(27)において Mz の最大値(Mz = J)をとるときのµz つまり±γ
ℏJ(=±gµJ)である(µは核磁子 Nµ または Bohr 磁子 eµ )点に注意する必要がある。たとえば，プ
ロトンの(ある磁場条件での)共鳴周波数あるいは核 g 因子を計算しようとして，式(20)に I = 
1/2を代入して得られる 
 NNNN )23()23()1( µµ gIII ==+= ℏℏ γγ  (33) 
の左辺の Iµ に2.792847351 Nμ を代入すると， Nγ  = 154.454 MHz および gN = 3.22490
が得られるが，これらの値は正しくない。これらの Nγ および gN を用いて計算される B = 1 T
条件下での共鳴周波数を計算すると24.58 MHz となり実測値(42.58 MHz)が得られない。こ
れに対して，式(27)に Mz の最大値 Iを代入して 
 IgIz µ±=±=µ ℏγ  (34) 
のµz にデータベースの磁気モーメントの値および I = 1/2を代入すると， Nγ  = 267.522 




 BN ×= µ  (35) 
磁気モーメントと磁場の内積(式(22))は，相互作用エネルギーを与えたが，外積はトルクを与
えることになる。前者のエネルギーも後者のトルクも単位としてはそれぞれ J(ジュール)およ
























 JBBJBJ ×=×±=×=× γγ ∓µω  (39) 
左辺と右辺を比較して， 






















































Bγω=  (44) 









向の角運動量成分の大きさ( ℏBM )を決める量子数 MB は， 
 JJJJMB ,1,,1, −+−−= ⋯  (46) 
であり，分裂後の各準位が，磁場のないときに比べて 
 BMBℏ∓γ=⋅− Bµ  (47) 
のエネルギーだけ変化する(上下する)ことになる(右辺の負号は正電荷粒子，正号は負電荷粒
子の場合に対応)が，MBが1ずつ変化する数である以上，分裂した隣り合う準位のエネルギー






















のである。電子 iの軌道角運動量を li，スピン角運動量を siと書くと，相互作用エネルギーは
iii sl ⋅ξ で表される( iξ は相互作用の大きさを決める因子で，Dirac が確立した相対論的量子
論によって得られるものである)。ある電子 iの軌道運動によって別の電子 jの位置に作られ
る磁場と電子 jの磁気モーメントとの相互作用 jiij sl ⋅ξ (spin−other orbit相互作用)も当然な
がら存在するが，この相互作用は，通常，同一電子のスピン−軌道相互作用に比べると非常に
小さい。 








これら相互作用の関係は，具体的に Hamiltonian を見ながら考えるとわかりやすい1。 










































































2 sl  (51) 
H0は1電子 Hamiltonian の和，H1は電子間反発(いわゆる電子相関)，H2はスピン−軌道相互
作用を表している。 
                                                   
1 H. L. Strauss 著(朽津耕三，平石二郎共訳)「量子力学入門」(培風館, 1976年)，第8章や A. Messiah 著(小出昭
一郎，田村二郎訳)「量子力学」(東京図書, 1972年)，第16章が参考になる。 
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まず，H0と liおよび )( iss = の間には交換関係 
 0],[,0],[ 00 == sl HH i  (52) 
が成立するから(∵ 個々の電子を独立に考えている)，演算子 H0の固有関数は，演算子 2il , 2s , 
zil , sz に共通な固有関数となるように決められる。したがって，系(つまり各電子)の記述に
使われる量子数は n, li, lim , s, msであり，このうちエネルギーに関するものは nと liであ
る。 2il および 2is の固有値は， 















 +=+= iisliislii ssmmslmmsl s  (53)-2 
で与えられる。 
Hamiltonian に H1が含まれてくると(H = H0 + H1)，個々の電子は独立ではなくなり， 
 0],[ 1 ≠iH l  (54) 
となるために，H0の固有関数では状態を記述できなくなってしまう。そこで，新たに次式の









1 == SL HH  (56) 
および 
 0],[,0],[ 11 == SL HH  (57) 
が成り立つから，H = H0 + H1の固有関数は演算子 L2, S2, Lz, Szに共通な固有関数となるよ
うに決められる。系の状態を記述するのに適した量子数1は n, L, ML, S, MSとなるが，この
うちエネルギーに関係するものは n, L, S である。なお，多電子を考える際の量子数 n は主
量子数というよりも，電子配置を示すものと考えた方がよい。演算子 L2および S2の固有値
は 
 )1(22 += LLMMSLMMSL SLSL ℏL  (58) 
                                                   
1 系の状態を記述するのに適した量子数を「よい量子数」という。 
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 )1(22 += SSMMSLMMSL SLSL ℏS  (59) 
で与えられる。電子配置 n が同じ状態の中の異なる原子項 )(L の間に加えて，同じ L の中で
スピン多重度が異なる準位(つまりS が異なる準位)間にもエネルギー差が生じる。これを量子

























21 ssSss −−=⋅  (61) 




221121212121 +−+−+=⋅≡⋅ ssssSSSssSss ssss  (62) 
であるから，2電子系(s1 = 1/2, s2 = 1/2)の triplet(S = 1)と singlet(S = 0)のエネルギー差
を計算することができる。まず，triplet については， 
                                                   
1 Herzberg 著(堀 建夫訳)「原子スペクトルと原子構造」(丸善, 1964年)，p. 133に書かれている「異なる多重度
(異なる S)をもった対応項のエネルギー準位に著しい差があるということが，実際は，個々の siの磁気的相互作
用が強いためではなくて，電子の Coulomb 相互作用と Heisenberg の共鳴現象(p. 68)のためである，というこ
とである。これらはスピンとは何の関係ももっていない。スピンは，ただ，ちがった項系が実際に出現すること
を可能にしているだけなのである。」という文章がこのことに対応する。同書 p. 97も参照。 
2 望月和子著「量子物理」(オーム社, 1974年)，p. 147参照。 
3 Herzberg のテキスト中で上記註に引き続いて，「しかし，それにもかかわらず，実際問題としては，あたかも
エネルギー差がスピンの磁気的相互作用に基づいているかのように，計算してもよいのである。」と述べている


































 +−+=⋅ ss  (63) 
したがって， 
 KK −=⋅+− )41(
2
1


































 +−+=⋅ ss  (65) 
これより， 
 KK =⋅+− )41(
2
1
:singlet 21 ss  (66) 





ある Hund の規則の理論的支持にもなっている。 
定性的ではあるが，別の見方でも，スピン−スピン相互作用による分裂と見ているものが静
電的な相互作用であることを理解することができる。前述したように，軌道関数とスピン関
数は反対称化の要請によって関数形の対応が決まっている。上で扱った singlet, triplet の例
では，スピン関数が反対称(αβ − βα)な singlet は対称な軌道関数と組み，逆にスピン関数が
対称(αβ + βα)な triplet は反対称な軌道関数と組むことになる。したがって，軌道関数の形は
以下の形をとる。 
 ( ) ( ) ( )[ ]12212211singlet )(
2
1
rrrr φφφφψ +=  (67) 
 ( ) ( ) ( )[ ]12212211triplet )(
2
1
rrrr φφφφψ −=  (68) 
1φ , 2φ はそれぞれ軌道の量子状態を表し，r1, r2は空間座標を表す。これらの関数において，
r1 → r2(電子の接近)を考えると tripletψ  → 0となる。これは，triplet(平行)スピンを空間の同
じ座標に見出す確率がゼロ1であることに対応しており，まさに Pauli 原理の反映である。一
方， singletψ 関数は r1 → r2でもゼロにならない。これは，逆向きスピンには Pauli 原理が適
用されないことに対応している。言い換えると，平行スピンは(Pauli の原理の効果で)近づく
                                                   
1 21 rr = で tripletψ がゼロになることを「Fermi hole」とよぶ。 
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ことを嫌うが，逆向きスピンにはその効果がはたらかず，結果として，比較的遠距離を保つ






























2 ξ  (69) 
と書くことができるが2， 
 0],[,0],[ ≠⋅≠⋅ SLSSLL  (70) 
であるために3，MLもMSも状態を記述する量子数として適当ではなくなる。しかし，L とS
を合成して 
 SLJ +=  (71) 
を作ると，Jは， 
 0],[ =⋅SLJ  (72) 
を満足するから4，系の記述に量子数 J が使えることになる。L とSは Hamiltonian と可換
ではなくなったが， 2L と 2S は(まだ)可換なので(∵ 0],[ 2 =⋅SLL , 0],[ 2 =⋅SLS )5，H = 
H0 + H1 + H2の固有関数は，演算子 2L , 2S , 2J , Jzに共通な固有関数となるように決めら
れる。したがって，系の状態を記述する量子数は，n, L, S, J, MJとなり，このうちエネルギー
に関係するものは n, L, S, Jである。 2J の固有値は 
 )1(22 += JJMJSLMJSL JJ ℏJ  (73) 
で与えられる。同時に， 
 )1(22 += LLMMSLMMSL SLSL ℏL  (74) 
                                                   
1 この，平行スピンと逆向きスピンの接近可能距離によるエネルギーの相違の説明は定性的なものである。厳密
には，系の Hamiltonian 演算子の電子反発項の行列要素(2電子積分)の交換積分の値が異なることがエネルギー
差の原因である。。詳細は，拙書「Pauli 原理と Slater 行列式」(漁火書店) 
https://home.hiroshima-u.ac.jp/kyam/pages/results/monograph/Ref13_Slater.pdf 
を参考にしてください。 





 )1(22 += SSMMSLMMSL SLSL ℏS  (75) 
も成り立っている。ここで，H2によって生じる分裂の大きさを見積もってみることにする。
必要なのは， 
 SL ⋅= AH2  (76) 









ここで，Lと Sの交換関係 0],[ =SL を利用した。同式より 
 )(
2






A SL  (79) 
となる。たとえば，3P 状態の場合，L−S coupling を考慮すると3P2, 3P1, 3P0の3つの状態
ができるが，それぞれについて， 
[ ] AAA =+−+−+=⋅ )11(1)11(1)12(2
2
:P2


























[ ] AAA −=+−+−+=⋅ )11(1)11(1)11(1
2
:P1
3 SL  (81) 
[ ] AAA 2)11(1)11(1)10(0
2
:P0
3 −=+−+−+=⋅SL  (82) 
となり，A > 0(正常多重項)の場合には図5のように分裂することになる。Aの正負は軌道を占
有している電子の数によって決まり，等価電子数が軌道の半分より多いときには A < 0とな
り，いわゆる逆転多重項として Jによるエネルギーの高低の順番は逆になる。 
以上の議論をまとめると，H1の追加で Lおよび Sの値1組ごとに )12)(12( ++ SL 重に縮重
したエネルギー準位が生じ，この縮重が 2H によって(部分的に)解け，分裂してできた1本の
エネルギー準位は量子数 Jによって区別される。このとき1つの Jで指定された準位は 12 +J
重に縮重している。さらに，この 12 +J 縮重は外部磁場による Zeeman 効果によって解かれ
る。演算子 H1と H2の大小関係にふれなかったが，L−S coupling が適切な描像となるのは，
H1 >> H2の場合である。つまり，エネルギー準位の基本骨格が Lと Sで決まっている状態に
小さい摂動としての Jによる分裂が生じるという状況の場合である。この大小関係が逆転し






































 0],[,0],[ ≠⋅≠⋅ iiiiii sllsll  (85) 
となることに応じて， il と is を合成して 
 21±=+= iiiii ljつまり，slj  (86) 
を作ることになる。全角運動量J は ij の合成で作られ， 
 ∑=
i
ijJ  (87) 
で表される。この状況を j−j coupling とよぶ1。 20 HHH += の固有関数は，演算子 2ij , 2J , 
                                                   
1 jj-coupling あるいは coupling),( jj と記す場合もある。 
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Jz に共通な固有関数となるように決められる。このとき， 2ij および 2J の固有値は 
 )1(22 += iijiiji jjmjslmjsl ℏj  (88) 
 )1(22 += JJMJSLMJSL JJ ℏJ  (89) 
で与えられ，系の状態を記述する量子数は，n, li, s, ji, mji, J, MJ となるが，このうち系全
体のエネルギーに関係するものは n, Jである。原子番号の増大にともなって 2H の寄与は急
激に増大する。軽い分子では H1 >> H2の近似が成立し，L−S coupling の扱いがよい近似で
あるが，重い原子になってくると(Ge, Sn, Pbあたりから)H1とH2が同程度の大きさとなり，
基底状態の配置では，L−S coupling と j−j coupling の中間的な状態になる。 
Hamiltonian の中身によって，交換関係，代表的固有値関係および固有関数を表す量子数
をまとめると表1に示したようになる。1つの原子でも，電子状態によって L−S coupling と
j−j coupling のいずれの描像が適当か異なる場合もある。たとえば，Pb の場合，基底状態で
は j−j coupling がそれほど起きていないにもかかわらず励起状態ではほぼ完全に j−j 
coupling 状態にある。これは，励起された電子と他の電子との相互作用が弱く，他電子との
相互作用よりも自分自身の l および s の間の相互作用が大きくなり，先に j を形成してしま
うからである。以上を図式的にまとめると次のようになる。 
表1. Hamiltonian の変化に対応する交換関係と固有値，固有関数 
Hamiltonian H Hと可換な演算子 固有値 固有関数 
0H  zziii sl ,,,,,
22 slsl  
)1(22 += iii llℏl  
22 )43( ℏ=is  
sili mmsln  
10 HH +  zz SL ,,,,,
22 SLSL  
)1(22 += LLℏL  
)1(22 += SSℏS  
SL MMSLn  
210 HHH ++  
(H1 >> H2) 
zJ,,,
22 JSL  )1(
22 += JJℏJ  JMJSLn  
20 HH +  
(H1 << H2) 
ziiii j,,,,
222 jjsl  
(系全体は zJ,, 2JJ ) 


































分子軸方向の角運動量Λ ( ℏΛ=Λ )の電場に対する向きには関係なく，Λの大きさのみに依存
するという点に注意する必要がある。これが，量子数Λが0以上の整数値しかとらない理由で
ある。 
















 ΣΛ+= ATT 0  (91) 
ここで，Tは波数単位(cm−1)で書かれる準位エネルギー(term value)，Aはスピン−軌道相互
作用定数，Σはスピン角運動量の分子軸方向の成分の大きさ( Σℏ )を決める量子数である。 























ここからは，対称こまの分子軸(top axis = figure axis)の全角運動量ベクトルまわりの歳差
運動と分子軸自身の回転問題を考える。言い換えると，§0で述べた，Herzberg Vol. II, p. 23
を読む際に生じた3つの疑問点 
1) 同書には，分子軸の全角運動量まわりの歳差運動の回転周波数が )2( BIπP で与えられ

















メントが IA であるにもかかわらず，Pzを IA で割るだけではなく IB の影響を差し引く
ような計算がなぜ必要なのか。 























1つの静止系から見た空間のある点の位置ベクトルを r とし，この静止系から原点を r0だ
け平行移動した位置関係にあるもう1つの座標系で同じ点を見た位置ベクトルを r'とすると，
r = r0 + r'が成立する。速度については，両辺を時間で微分して，v = v'が得られ(r0は時間に
依存しない)，加速度については a = a'となる。このことは，平行移動した位置関係にある座
標系での運動の観測結果はまったく同じものになることを意味している。 
＜等速度移動座標系＞ 
静止系に対して v0(一定)で移動している座標系の場合には，r = v0t + r'という関係が成り






rvr ′+∫= tt d)(0 であり，この微分から，速度について v = v0(t) + v'，また，加速度について，
a = a0 + a'となる(加速度は時間に依存する必要はない)。移動座標系における運動方程式を














 zyx zyx eeer ++=  (96) 
であり，同じベクトル rが回転座標系では x', y', z'方向の単位ベクトル ex', ey', ez'によって， 










ɺɺɺɺɺɺ  (98) 
となる。右辺第1項は回転座標系での速度に対応するから v'と書ける。また，回転座標系の単
位ベクトルはすべて角速度ωで回転しているから， 
 zzyyxx ′′′′′′ ×=×=×= eeeeee ωωω ɺɺɺ ,,  (99) 
が成り立ち(式(6)参照)， 
 )()( rveeevv ×+′=′+′+′×+′= ′′′ ωω zyx zyx  (100) 
を得る。すなわち，回転座標系から見た速度は 
 )( rvv ×−=′ ω  (101) 
である。もし，静止座標系で物体が止まっているとしたら(v = 0)，回転座標系でこの物体を
見るとき， 





















)()(2 zyxzyx zyxzyx ′′′′′′ ′+′+′+′+′+′+′= eeeeeea ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ  (104)-2 


























)]()()[()()2( zyx zyx ′′′ ′××+′××+′××+×+′×+′= eeerva ωωωωωωωω ɺ  (104)-6 
})]([{)()2( zyx zyx ′′′ ′+′+′××+×+′×+′= eeerva ωωωω ɺ  (104)-7 
となるから， 
 )]([)()2( rrvaa ××+×+′×+′= ωωωω ɺ  (105) 
を得る。なお，式(104)-2から(104)-3および式(104)-3から(104)-4，さらに(104)-4から
(104)-5への変形には式(99)を用いた。式(105)から回転座標系での力 a ′m を作ると， 






に逆向きの Coriolis 力( '2 v×− ωm )と遠心力( )( r××− ωωm )がはたらく(図7)。この Coriolis





 zzyyxx AAA ′′′′′′ ++= eeeA  (107) 
と表される。これを，時間で微分すると， 
 )()( zzyyxxzzyyxx AAAAAA ′′′′′′′′′′′′ +++++= eeeeeeA ɺɺɺɺɺɺɺ  (108) 
                                                   
1 Coriolis 力も台風の目のまわりの空気の回転方向を決めているという意味では日常的であり，北半球の台風が反
時計回り，南半球の台風が時計回りの巻き方をするのは Coriolis 力が原因である。 
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ここでも， zzyyxx ′′′′′′ ×=×=×= eeeeee ωωω ɺɺɺ ,, を利用して， 
 )()( zzyyxxzzyyxx AAAAAA ′′′′′′′′′′′′ ++×+++= eeeeeeA ωɺɺɺɺ  (109)-1 
















の単位ベクトルを e1, e2, e3 とする。上述したように，全角速度ベクトルωは次式で表される。 
 332211 eee ωωω ++=ω  (110) 
一方，全角運動量 Lは， 
 332211 eeeL LLL ++=  (111)-1 
 ω 
r 
v' = −ω × r 
v = 0 
−2mω × v' 
−mω × (ω × r) 
 
図7. 回転座標系での遠心力および Coriolis 力 
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ル(つまり回転軸)は角運動量とは異なる方向を向き，その成分である， 1ω , 2ω , 3ω に時間依
存性があれば，その方向も時間にともなって変化することになる。これが，ωが瞬間回転軸





























































































が成立する。ここで左辺第2項の L×ω を成分で表すと， 
312212311312332 )()()( eeeL LLLLLL ωωωωωω −+−+−=×ω  (115)-1 
312122123311311232332 )()()( eee IIIIII ωωωωωωωωωωωω −+−+−=  (115)-2 

















I =−− ωωω  (117) 















見ていく(言い換えると，この方程式をもとにして 1ω , 2ω , 3ω を得る)。 
以下では，対称こまを対象とするので，I1 = I2 ≠ I3とおく。分子分光学で扱う偏長対称こ
ま(prolate top; IA < IB = IC)または扁平対称こま(oblate top; IA = IB < IC)は，それぞれ I3 = 
IAまたは I3 = ICの場合として考えればよい。ここで，トルクが働いていない自由回転を考え
ると，N1 = N2 = N3 = 0であるから，Euler の方程式は次のようになる。 
323111 )( ωωω III −=ɺ  (119) 
311321 )( ωωω III −=ɺ  (120) 
033 =ωɺI   (121) 
まず，最も簡単な式(121)から 
 )(0 033 定数ωωつまり，ω ==ɺ  (122) 
が得られ，慣性主軸 x3軸(つまり，分子軸)方向の角速度は時間とともに変化しないことがわ























=ɺ  (125) 
















ɺɺ  (126) 
                                                   
1 別のシンプルな導出法は付録4参照。 
























 22 β−=D  (128) 
の解が虚根 
 βi±=D  (129) 
であるから，式(126)の解を次の形に書くことができる1。 
 )cos(1 δβω += tC  (130) 
ここで，δは初期条件で決まる定数(初期位相)である。Cも定数であるが，これはあとで決定
する。ここで注目すべき点は，慣性主軸 x1方向の角速度ω1が時間とともに変化することで














12 δβωβω +=−= tCɺ  (132) 
1ω と同様に慣性主軸 x2軸方向の角速度ω2も時間とともに変化するという結果が得られる。
1ω と 2ω が位相差90°の sin, cos 関数であるから， 1ω と 2ω の動き(つまり，ベクトルωの先端
の動き)を x1-x2平面上で見ると(x1-x2平面上への射影として見ると)，半径 Cの円上を時間と
ともに角速度βで回転する運動(＝歳差運動)となる。この半径 Cは )(22221 定数ωω C=+ で与え
られる。また，全角速度ベクトルω 









1 ωωωωω +=++== Cω   (134) 
                                                   











I1 > I3 
I1 < I3 
 
図8. 全角速度ベクトル ω の分子軸
( 3x 軸)まわりの歳差運動 




































変わる点に注意する必要がある。I1 < I3の場合には，βと 0ω の符号は同じ，つまり，ω3の方
向とω3まわりのωの歳差運動の方向は同じである(これは I3 = ICに相当し，oblate top に対応
する)。一方，I1 > I3の場合には，βは 0ω とは逆の符号，つまり，ω3の方向とω3まわりのωの











































































3つの Euler 角がどういう回転に対応しているのかをまとめておくことにする。 
φ：空間固定座標 z軸まわりの回転(第1操作) 
θ：第1操作のφ回転で移動した y軸(これを N軸とよぶ)まわりの回転(第2操作) 
χ：上記2つの操作で移動した z軸(つまり分子固定 x3軸)まわりの回転(第3操作) 
分子固定 x1軸まわりの回転については，x1軸が x3軸と直交しているのでχの変化(微係数)と
は無関係である。x1軸と z 軸とは直交しておらず方向余弦が存在し， χθcossin− (上記行列
式3行1列成分)であるから，x1軸は z軸まわりの角速度(φɺ )から χθφ cossinɺ− の寄与を受ける。








は χπ −2 であり，この角度の方向余弦による N 軸まわりの回転(θɺ )からも x1軸は寄与
χθχπθ sin)2cos( ɺɺ =− を受ける。まとめると，x1軸まわりの回転(角速度) 1ω は，Euler 角を
用いて 
 χθχθφω sincossin1 ɺɺ +−=  (138) 
と表される。次に，x2軸に関しては，x2軸と z 軸との方向余弦が χθsinsin ，x2軸と N 軸と
のなす角がχであることから(x2軸は x1軸同様 x3軸に垂直なのでχɺ とは無関係)， 
 χθχθφω cossinsin2 ɺɺ +=  (139) 
x3軸に関しては，自分自身の回転によるχɺ そのものと， θcos の方向余弦をもつ z軸からの寄
与があり(N軸は x3軸に垂直なので，θɺとは無関係)， 
 χθφω ɺɺ += cos3  (140) 
となる。ここで，(くどいようだが x3軸は分子軸という意味で重要なので) 3ω  = χɺ ではない
ことに注目する必要がある。式(140)は，x3軸方向の角運動量を生み出す角速度ω3は，純粋
                                                   
1 一見，自転しているようには見えないであろう。 
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に x3軸を軸とする回転の角速度χɺ (第2項)だけではなく，x3軸が z軸と角度θを維持しながら
角速度φɺ で回転(歳差運動)していることによる寄与(第1項)も含んでいることを意味している。
したがって，x3軸自身の純粋な回転周波数は π2χɺ であり， 3ω /2πあるいは L3(= 33ωI )を2πI3
で割って計算される周波数とは異なるのである。このことが，最初に述べた，(Herzberg の

















の大きさを Lとし，変換行列の第3行にある z軸の x1, x2, x3軸との方向余弦を用いて， 
χθω cossin111 LIL −==  (142) 
χθω sinsin212 LIL ==  (143) 

































































差運動の角速度φɺ を求めてみよう2。θは時間に依存しないので(θɺ = 0)，式(138)は 
χθφω cossin1 ɺ−=  (147) 
となり，これを式(142)に代入すると 
 χθχθφ cossincossin1 LI −=− ɺ  (148) 
                                                   







=φɺ  (149) 
が得られる。これは，分子軸(x3軸)が全角運動量 L(z軸)のまわりを L/I1の角速度で回転(最差
運動)していることを意味している。式(149)は角速度であるから，2πで割れば回転の周波数
が得られ，Herzberg Vol. II, p. 23にある，分子軸の全角運動量まわりの歳差運動の周波数が


























ɺ  (151) 
















量まわりの分子軸の歳差運動の回転方向が， 31 II < (oblate top)の場合には逆方向であり，
31 II > (prolate top)の場合には同方向となる。式(152)は，式(140)についてくどいほど強調
した，x3軸が z軸と角度θを維持しながら角速度φɺ で回転(歳差運動)していることによる寄与
θφcosɺ が 013 )( ωII で表されることを示している。 
次に，式(152)が，先に疑問として示した Herzberg の本の式と同じものであることを示そ
































−= ωωχɺ  (153) 





















式(154)は IA 軸がもつ角運動量から IA 軸の全角運動量まわりの歳差運動にもとづく寄与分
を差し引いたものである。IA 軸の全角運動量まわりの歳差運動の角速度は BIP であるが，
この歳差運動によって IA 軸に生じる角速度は，全角運動量ベクトルと IA 軸のなす角θの方向









==θ  (155) 






































=  (158) 






=  (159) 
と完全に一致している！(ただし，文字の対応に注意。) 
L の x1-x2平面への射影をとると，ここでは対称こまを考えているので，x1-x2平面上の
( 2211 , ωω II ) = I1( 21,ωω )という成分をもつベクトルになる。一方，角速度ベクトルωの x1-x2
                                                   
1 §4の冒頭で示した疑問点3)に対する解答となる。 
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平面への射影も( 21,ωω )という向きを向くから，両射影は常に x1-x2平面上で原点を通る同じ
直線上にある。つまり，L, ω, x3軸の3つは常に同一平面内にある。しかも，上で見てきたよ
うに，ωと x3軸の間の角αと Lと x3軸の間の角θが一定であるから，L, ω, x3軸が作る平面
内で L, ω, x3軸相互の角度は不変である。 
L, ω, x3軸を含む面が x1軸も含んだ瞬間には，x2軸方向の角速度(したがって角運動量も)
ゼロとなり， 
 αωωωαωω cos,0,sin 321 ===  (160) 
つまり 
 αωωαωω cos,0,sin 333321111 IILLIIL =====  (161) 
が成立する。ただし，直前に得られたθとαの関係式からわかるように，θとαの大小関係
は慣性モーメント I1と I3相互の大きさで変わり，2つの場合がある。I1 < I3 (oblate)のときは
























と書くことができる2。これに ( )1+= JJℏJ を代入して， 






































                                                   
1 R. N. Zare, “Angular Momentum”, John Wiley & Sons, New York (1988), pp. 261−262の図6.2および
6.3を参考にしている。 



































I1 < I3 
x1 












図9. 偏平対称こま(oblate)および偏長対称こま(prolate)の全角運動量 J, 全角速度ベクト
ル ω , 分子軸方向の角速度ベクトル 0ω の関係 
(上部2図：R. N. Zare, “Angular Momentum”, John Wiley & Sons, New York (1988), 
pp. 261 ~ 262，図6.2および図6.3を参考に作成。下部2図：後藤憲一，山本邦夫，神吉 健，
「詳解 力学演習」(共立出版，1977)，p. 283，図 1416 ⋅ より許諾を得て改変。) 
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となり，これが分子軸の全角運動量まわりの歳差運動の周波数である(B は波数単位(cm−1)の
















 +=++≈+ JJJJJJ  (165) 
という近似が加えられた結果である(Jが大きいところではよい近似である)。 













 νL >> νS >> νJ (167) 
の関係が成立すると，Hund's case(a)となる。多くの場合，Jが小さい間は Hund's case(a)
としての挙動をするが，分子回転が速くなると Hund's case(b)へ移行する。これは，分子回















Pθ  (168) 
より，45.0°(J = 1), 65.9°(J = 2), 73.2°(J = 3), 77.1°(J = 4), 79.5°(J = 5)と徐々に90°に接
表2. 各種角運動量の歳差運動を引き起こす効果と歳差運動の周波数と相当エネルギーの波数 
 効果 周波数(s−1) 波数(cm−1) 
Lの分子軸まわり(νL) Stark 隣接電子状態との差( eνΔ ) ceν~Δ  
Sの分子軸まわり(νS) Zeeman cAΛ AΛ 















Pθ  (169) 










であるから，具体的に OH( 232Π )の B0 = 18.55 cm−1を用いて計算すると表3に示したよう
になる。OH の場合，スピン−軌道相互作用定数 Aは v = 0で−139.21 cm−1であるから，電
子スピン Sの分子軸まわりの歳差運動の周波数(波数表示)は AΛ = 139.21 cm−1 = 239 fs と



































J = 11/2 
 
図10. 2原子分子の 232Π 電子状態での分子軸の全角運動量まわりの歳差運動




NH3の A, B, C回転定数は，Ae = Be = 9.4443 cm−1, Ce = 6.196 cm−1(ここでは簡単のため
に Ae, Be, Ce を用いる)である。これらを慣性モーメントに変換しておくと，IA = IB = 2.964 
× 10−40 g cm2, IC = 4.518 × 10





























































ℏP  (173) 
より，表4のような数値関係となる。K および J の値によって J と分子軸の間の角度は大き
く変化し(当然ながら Kが大きいと，分子軸は J に近づく)，分子軸の J まわりの歳差運動の




3/2(= 1.5) 39.2° 71.8 cm−1 = 2.15 × 1012 s−1 = 464 fs 
5/2(= 2.5) 59.5° 109.7 cm−1 = 3.29 × 1012 s−1 = 304 fs 
7/2(= 3.5) 67.8° 147.2 cm−1 = 4.41 × 1012 s−1 = 227 fs 
9/2(= 4.5) 72.5° 184.5 cm−1 = 5.53 × 1012 s−1 = 181 fs 
11/2(= 5.5) 75.5° 221.8 cm−1 = 6.65 × 1012 s−1 = 150 fs 
 
表4. NH3の全角運動量 Jと分子軸のなす角，分子軸の歳差運動および分子軸自身の回転 
K, J Jと分子軸のなす角θ 分子軸の Jまわりの歳差運動 分子軸自身の回転 
K = 1, J = 1 45.0° 8.0 × 1011 s−1 (1.3 ps) 1.9 × 1011 s−1 (5.3 ps) 
K = 1, J = 5 79.5° 3.1 × 1012 s−1 (0.3 ps) 1.9 × 1011 s−1 (5.3 ps) 
K = 5, J = 5 24.1° 3.1 × 1012 s−1 (0.3 ps) 9.7 × 1011 s−1 (1.0 ps) 
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【付録1】 ≠⋅ ],[ SLL 0および ≠⋅ ],[ SLS 0の証明 
zyyyxx LLL eeeL ++= , zyyyxx SSS eeeS ++= より， 














],[ SL ⋅xL  
)( xzzxyyxxxzzxyyxxxx LSLLSLLSLSLLSLLSLL ++−++=  
)( xzzxyyzzxyyx LSLLSLSLLSLL +−+=  
)()( zxxzzxyyxy LLLLSLLLLS −−−=  
],[],[ xzzyxy LLSLLS −=  
yzzy LiSLiS −=  
xi )( LS ×=  
途中の変形で L と S が可換であることを利用している。また，y 成分，z 成分についても同
様に， 
zzyy iLiL )(],[)(],[ LSSLLSSL ×=⋅×=⋅ および  
となり， 














],[ SL ⋅xS  
)( xzzxyyxxxzzxyyxxxx SSLSSLSSLSLSSLSSLS ++−++=  
 5-41 
)( xzzxyyzzxyyx SSLSSLSLSSLS +−+=  
)()( zxxzzxyyxy SSSSLSSSSL −−−=  
],[],[ xzzyxy SSLSSL −=  
yzzy SiLSiL −=  
xi )( SL ×=  
したがって， ],[ SLL ⋅ の場合と同様に， 




















【付録3】 0],[ 2 =⋅SLL および 0],[ 2 =⋅SLS の証明 
],[],[ 2222 SLSLL ⋅++=⋅ zyx LLL  


















],[],[],[],[ 2222 zyzyyyxyxy LLSLLSLLSL ++=⋅SL  
および 
],[],[],[],[ 2222 zzzyzyxzxz LLSLLSLLSL ++=⋅SL  
したがって， 



















0],[],[],[],[ 2222 =++=⋅ zzyyxx SLSLSL SSSSLS  




【付録4】 「Euler の運動方程式」別導出法1 






























11 ωωω IIIT ++=  
で与えられる。角速度 1ω , 2ω , 3ω は Euler 角θ, φ, χを用いて， 
χθχθφω sincossin1 ɺɺ +−=  
χθχθφω cossinsin2 ɺɺ +=  










































































I =−− ωωω  
となり，これは Euler の運動方程式の1つに等しい。上記の導出は，χɺ が 3ω だけに含まれて
                                                   


































































































1 χθχφθφθφφ ɺɺɺɺɺɺ +++−= III  



































ℏℏ KLJJL =+= 3
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